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Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîãðóæåíèÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ñòóïåí÷àòûõ óíêöèé è ìíîæåñòâ ðàâíîìåðíûõ ïðå-
äåëîâ óïîìÿíóòûõ óíêöèé â êîìïàêòíûå â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ îãðàíè÷åííûõ
êîíå÷íî-àääèòèâíûõ (ê.-à.) ìåð â âèäå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ñòóïåí÷àòûõ óíêöèé, èíòåãðàë ìîäóëÿ êîòîðûõ ïî íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðå λ ðàâåí åäèíèöå. Äëÿ
òàêèõ ìíîæåñòâ óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü óïîìÿíóòîãî ïîãðóæåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íà
ìåðó λ, ÷òî ñóùåñòâåííî îáîáùàåò ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Ñîá÷èêàÕàììåðà,
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ìåðà λ èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, òî òàêèå ìíîæåñòâà óíêöèé äîïóñ-
êàþò ïîãðóæåíèå â åäèíè÷íóþ ñåðó (â ñèëüíîé íîðìå-âàðèàöèè) ïðîñòðàíñòâà ñëàáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ
ê.-à. ìåð îòíîñèòåëüíî λ â âèäå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ìåðû λ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷å-
íèé óñòàíîâëåíî, ÷òî óïîìÿíóòûå ìíîæåñòâà óíêöèé äîïóñêàþò ïîãðóæåíèå â åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà
ñëàáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ê.-à. ìåð îòíîñèòåëüíî λ â âèäå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. åçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â êîíñòðóêöèÿõ ðàñøèðåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â êëàññå ê.-à. ìåð äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àíàëîãîâ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, óñòîé÷èâûõ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû, ñëàáàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü, *-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, íåàòîìè-
÷åñêèå ìåðû, äåêîìïîçèöèÿ Ñîá÷èêàÕàììåðà.
DOI: 10.20537/2226-3594-2017-50-01
Ââåäåíèå
Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå îãðàíè÷å-
íèÿ íà ðàñõîä òîïëèâà, à óïðàâëåíèÿ ïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè (ê.-ï.) èëè êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûìè (ê.-í.), ÷òî îòâå÷àåò èõ èçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè. Îáñóäèì ýòè îãðàíè÷åíèÿ íà
ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå. Ïðè ïîäõîäÿùåé èçìåðèìîé ñòðóêòóðå òàêèå óïðàâëåíèÿ åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿòü ñî ñòóïåí÷àòûìè è ÿðóñíûìè óíêöèÿìè (ðàâíîìåðíûå ïðåäåëû ñòóïåí÷àòûõ
óíêöèé), à òîïëèâíûå îãðàíè÷åíèÿ èäåàëèçèðîâàííî çàäàâàòü â âèäå íåðàâåíñòâà íà èíòåãðàë
îò óíêöèè. Ïóñòü λ  íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà. Òîãäà, íàïðèìåð, ìîæíî
ïîëîæèòü, ÷òî äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå ê.-ï. èëè ê.-í. óïðàâëåíèÿ f , êîòîðûå
íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè E óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé:∫
E
f dλ = 1, (0.1)
∫
E
f dλ 6 1. (0.2)
Óñëîâèå (0.1) ìîæåò îòâå÷àòü òðåáîâàíèþ íà ïîëíûé ðàñõîä òîïëèâà óïðàâëÿåìûì îáúåêòîì
ñ íåðåâåðñèðóåìûì äâèãàòåëåì, óñëîâèå (0.2) îñëàáëÿåò ýòî òðåáîâàíèå, îïðåäåëÿÿ ëèøü çàïàñ
òîïëèâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (0.1) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [15℄). Óáðàâ óñëîâèå íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè äëÿ ê.-ï. èëè ê.-í. óïðàâëåíèÿ f , ìû ìîæåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íà çàäàííîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè E óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿëî îäíîìó èç óñëîâèé:∫
E
|f | dλ 6 1, (0.3)
∫
E
|f | dλ = 1. (0.4)
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Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà  163100177
ìîë_à.
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Óñëîâèÿ (0.3) è (0.4) çàäàþò îãðàíè÷åíèå íà äîñòóïíîå êîëè÷åñòâî òîïëèâà è òðåáîâàíèå íà
åãî ïîëíûé ðàñõîä â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà ñ ðåâåðñèðóåìûì äâèãàòåëåì.
Èçâåñòíî, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ¾îáû÷íûõ óïðàâëåíèé¿ îïòèìàëü-
íûé ðåçóëüòàò íå äîñòèãàåòñÿ, à îáëàñòü äîñòèæèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Ýòî ìîòèâèðóåò ðàñøèðåíèå êëàññà ¾îáû÷íûõ óïðàâëåíèé¿ äî îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé. Âïåð-
âûå ðàñøèðåíèå ëèíåéíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ èìïóëüñíûì îãðàíè÷åíèåì áûëî ïðåäëîæåíî
Í.Í. Êðàñîâñêèì [8℄. Äëÿ çàäà÷ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè áûëè ïðåäëîæåíû êîí-
ñòðóêöèè ðàñøèðåíèÿ â êëàññå ìåðîçíà÷íûõ óíêöèé [4, 5℄ è â êëàññå ñòðàòåãè÷åñêèõ ìåð [9℄.
Â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ñ èìïóëüñíûì îãðàíè÷åíèåì è ðàçðûâíûì êîýèöèåíòîì ïðè óïðàâëÿ-
þùåì âîçäåéñòâèè ñâîþ ýåêòèâíîñòü äîêàçàëî ðàñøèðåíèå â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ
(ê.-à.) ìåð [14, 16, 17℄. Äëÿ ïîñëåäíåãî êëàññà çàäà÷ ïðîöåäóðà ðàñøèðåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-
ãðóæåíèè ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé (0.1)(0.4) â êîìïàêòíûå â *-ñëàáîé òîïîëîãèè
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ê.-à. ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè â âèäå âñþäó ïëîòíîãî ìíî-
æåñòâà. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [16, (15.37), (15.41), (15.42)℄ äëÿ îãðàíè÷åíèé (0.1)(0.3) áûëè
óêàçàíû êîìïàêòû, äàþùèå âîçìîæíîñòü òàêîãî ïîãðóæåíèÿ. Ìû æå èçó÷àåì âîçìîæíîñòü
óïîìÿíóòîãî ïîãðóæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.4). Èññëåäîâà-
íèå äàííîãî âîïðîñà áûëî íà÷àòî àâòîðîì â ðàáîòå [12℄, ãäå áûëî ðàññìîòðåíî äâà íàèáîëåå
ïðîñòûõ ñëó÷àÿ: ìåðà λ ïîëàãàëàñü íåàòîìè÷åñêîé ëèáî èìåëà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè äâà ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè, òî åñòü àêò íàëè-
÷èÿ àòîìîâ ó óïîìÿíóòîé ¾áàçîâîé¿ ìåðû λ âëèÿë íà âîçìîæíîñòü ïîãðóæåíèÿ ìíîæåñòâà
âñåõ óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.4). Îòìåòèì, ÷òî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (0.1)(0.3) íàëè÷èå
àòîìîâ íå èìåëî çíà÷åíèÿ ïðè êîìïàêòèèêàöèè.
Â ðàáîòå [12℄ îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ: à ÷òî åñëè ¾áàçîâàÿ¿ ìåðà ñîäåðæèò àòîìû, íî
íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé? Äàííàÿ ñòàòüÿ ðàçðåøàåò ýòîò âîïðîñ,
èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñîá÷èêàÕàììåðà [18℄, êîòîðàÿ óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ ëþ-
áîé ê.-à. ìåðû â ñóììó äâóõ ê.-à. ìåð, îäíà èç êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíîé âçâåøåííîé ñóììîé (0, 1)-ìåð. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëÿþùèì àêòîðîì
äëÿ óïîìÿíóòîãî ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå àêò íàëè÷èÿ àòîìîâ ó ¾áàçîâîé¿ ìåðû, à ñóùåñòâî-
âàíèå â ëþáîì êîíå÷íîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì.
Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, òåîðåìà 3.2, óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âî ìíîãèõ ëèíåé-
íûõ çàäà÷àõ ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè è ðàçðûâíûìè êîýèöèåíòàìè ïðè óïðàâëÿþùåì
âîçäåéñòâèè ìû ìîæåì íå ðàçëè÷àòü îãðàíè÷åíèÿ (0.3) è (0.4) ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ àíàëîãîâ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè (ìíîæåñòâ ïðèòÿæåíèÿ, ñì. [14, 16, 17℄) è àñèìïòîòèêè
çíà÷åíèé ìàêñèìèíîâ (â ðóñëå ðàáîò [1,2,11℄). Òî åñòü èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïî ðåçóëüòàòó
â ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé (îòâå÷àþùèõ (0.3), (0.4)). Óïîìÿíó-
òàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáóñëîâëåíà ñîâïàäåíèåì ìíîæåñòâ îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé äëÿ òàêèõ
ìíîæåñòâ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé â ñëó÷àå, êîãäà λ íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñ êîíå÷íûì ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé. Äëÿ ìåðû λ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ïîäîáíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå
èìååò ìåñòà.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå ìû íå áóäåì ñòàâèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ è ïðèâîäèòü êîíñòðóêöèè
ðàñøèðåíèÿ â êëàññå ê.-à. ìåð, ïîäîáíûé ìàòåðèàë óæå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåí ðàíåå (ñì.
[14, 16, 17℄). Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ ëèøü íà àáñòðàêòíîì èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòè ïîãðóæåíèÿ
ìíîæåñòâ ñòóïåí÷àòûõ è ÿðóñíûõ óíêöèé (óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.4)), îïðåäåëåííûõ íà àëãåáðå
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, â êîìïàêòíûå â *-ñëàáîé òîïîëîãèè ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ê.-à.
ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè â âèäå âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.
 1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
Ìû èñïîëüçóåì êâàíòîðû, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè, à òàêæå ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáî-
ðà. ×åðåç
△
= îáîçíà÷àåì ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Ñåìåéñòâîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, âñå
ýëåìåíòû êîòîðîãî ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Åñëè S  ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç P(S) îáîçíà÷à-
åì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S. Ïóñòü R  âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, N
△
= {1; 2; . . .} 
íàòóðàëüíûé ðÿä è 1, s
△
= {i ∈ N | i 6 s} ∀s ∈ N. Â äàëüíåéøåì ëèíåéíûå îïåðàöèè, óìíî-
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æåíèå è ïîðÿäîê â ïðîñòðàíñòâàõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) óíêöèé îïðåäåëÿåì ïîòî÷å÷íî.
Åñëè s ∈ N, òî ÷åðåç Rs îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (xi)i∈1,s : 1, s → R, ïîëó÷àÿ
àêòè÷åñêè s-ìåðíîå àðèìåòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâî; τR åñòü îáû÷íàÿ | · |-òîïîëîãèÿ R.
Åñëè (X, τ)  òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÏ) è A ∈ P(X), òî cl(A, τ) åñòü ïî îïðåäåëå-
íèþ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â ÒÏ (X, τ), à τ |A
△
= {A ∩ G : G ∈ τ}  òîïîëîãèÿ ìíîæåñòâà A,
èíäóöèðîâàííàÿ èç ÒÏ (X, τ). Åñëè æå (X, τ)  ÒÏ è x ∈ X, òî ïîëàãàåì
Nτ (x)
△
=
{
Y ∈ P(X)
∣∣ ∃G ∈ τ : (G ⊂ Y )&(x ∈ G)}, (1.1)
ïîëó÷àÿ â (1.1) èëüòð [3, ãë. I℄ îêðåñòíîñòåé x â ÒÏ (X, τ).
Íàïðàâëåííîñòüþ [7, ãë. 2℄ â ìíîæåñòâå H íàçûâàåòñÿ âñÿêèé òðèïëåò (D,, f), ãäå (D,)
íåïóñòîå íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî [7, ãë. 2℄, à f  îòîáðàæåíèå èç D â H. Åñëè (D,, f) åñòü íà-
ïðàâëåííîñòü â H, îñíàùåííîì òîïîëîãèåé τ, è h ∈ H, òî ñõîäèìîñòü (D,, f) ê h îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(
(D,, f)
τ
→ h
) def
⇐⇒
(
∀S ∈ Nτ (h) ∃d ∈ D ∀δ ∈ D (d  δ)⇒ (f(δ) ∈ S)
)
. (1.2)
Ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî E è àëãåáðó [3, ãë. I℄ L ïîäìíîæåñòâ E. ×åðåç (add)+[L]
îáîçíà÷àåì êîíóñ âñåâîçìîæíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ â/ç ê.-à. ìåð íà L, à ÷åðåç A(L)  ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî (âñåõ) â/ç ê.-à. ìåð íà L, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. Ìåðà µ ∈ (add)+[L]
íàçûâàåòñÿ (0, 1)-ìåðîé íà L, åñëè µ(E) = 1 è
(
µ(L) = 0
)
∨
(
µ(L) = 1
)
∀L ∈ L. Åñëè η ∈ A(L),
òî ïî îïðåäåëåíèþ vη åñòü âàðèàöèÿ η êàê óíêöèÿ ìíîæåñòâ (ñì. [6, ãë. III,  1℄) è
L[η]
△
= {L ∈ L | η(L) 6= 0}.
×åðåç B0(E,L) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñòóïåí÷àòûõ, â ñìûñëå (E,L), â/ç óíêöèé íà
ìíîæåñòâå E [10, ãë. 2℄), à ÷åðåç B(E,L)  çàìûêàíèå B0(E,L) â òîïîëîãèè sup-íîðìû || · ||E
(ñì. [6, ãë. IV,  2℄) ïðîñòðàíñòâà B(E) âñåõ îãðàíè÷åííûõ â/ç óíêöèé íà E; óíêöèè èç
B(E,L) íàçûâàþò ÿðóñíûìè (â ñìûñëå (E,L)). Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èçìåðèìîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (E,L) èìååì, ÷òî B(E,L), êàê ïîäïðîñòðàíñòâî (B(E), || · ||E), ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì
ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî B∗(E,L), òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ê B(E,L), èçî-
ìåòðè÷åñêè èçîìîðíî A(L) â ñèëüíîé íîðìå, îïðåäåëÿåìîé êàê ïîëíàÿ âàðèàöèÿ (ñì. [10,
 3.6℄). Êîíêðåòíûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðèçì A(L) íà B∗(E,L) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé
îïåðàöèåé èíòåãðèðîâàíèÿ [10,  3.3℄, èñïîëüçóåìîé íèæå áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé. Èòàê,
(B(E,L),A(L)) åñòü äâîéñòâåííîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò îñíàùàòü A(L) ñòàíäàðòíîé *-ñëàáîé òîïî-
ëîãèåé τ∗(L)(ñì. [6, ãë. 5℄).
×åðåç τ0(L) îáîçíà÷èì òîïîëîãèþ òèõîíîâñêîé ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà (R, τ∂) ñ èíäåêñíûì
ìíîæåñòâîì L, ãäå τ∂  äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ R. Ïîäðîáíî î òîïîëîãèÿõ τ∗(L) è τ0(L) ñì. â [17,
 2.6, 4.6; 14, . 4146; 16, . 11131115℄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî (â ñìûñëå
íîðìû-âàðèàöèè) ìíîæåñòâà H,H ⊂ A(L), âûïîëíÿåòñÿ
τ∗(L)|H ⊂ τ0(L)|H . (1.3)
×åðåç Fin(X) îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ X. Ïðèâåäåì äàëåå îïèñàíèå
óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé äëÿ ν ∈ A(L) â ÒÏ (A(L), τ0(L)) è (A(L), τ∗(L)):
N
(∂)
L (ν)
△
=
{
{η ∈ A(L) | ν(L) = η(L) ∀L ∈ K} : K ∈ Fin(L)
}
; (1.4)
N∗L(ν)
△
=
{{
η ∈ A(L)
∣∣ ∣∣∣ ∫
E
f dη −
∫
E
f dν
∣∣∣ < ε ∀f ∈ K}: ε > 0, K ∈ Fin(B(E,L))}.
Åñëè µ ∈ (add)+[L] , òî ïî îïðåäåëåíèþ
Aµ[L]
△
=
{
ν ∈ A(L)
∣∣ ∀L ∈ L ((µ(L) = 0)⇒ (ν(L) = 0))}. (1.5)
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Â (1.5) îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ñëàáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíî-
ñèòåëüíî µ. Åñëè Y  íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç χY îáîçíà÷èì èíäèêàòîð Y ; χY ∈ B0(E,L)
∀Y ∈ L. Äëÿ ÿðóñíîé óíêöèè f ∈ B(I,L) è ìåðû µ ∈ A(L) ââåäåì f ∗ µ ∈ A(L), ÷òî îò-
âå÷àåò íåîïðåäåëåííîìó µ-èíòåãðàëó f (ñì., íàïðèìåð, [10, îïðåäåëåíèå 3.7.1℄). Îòìåòèì, ÷òî∫
E
gf dµ =
∫
E
g d(f ∗ µ) ∀g ∈ B(I,L).
Ïóñòü ∆(E,L)  ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà E ýëåìåíòàìè L. Íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèå ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû ïðîèçâîëüíîé ê.-à. ìåðû ν, ν ∈ A(L):
vν(E) = sup
({
ξ ∈ [0,∞[ | k ∈ N, Yi∈1,k ∈ ∆(E,L), ξ =
k∑
i=1
|ν(Yi)|
})
. (1.6)
×åðåç D îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ êîíå÷íûõ ðàçáèåíèé E (ñì. [14,
(3.6.10)℄) ýëåìåíòàìè L; {E} ∈ D. Ìíîæåñòâî D îñíàñòèì åñòåñòâåííûì íàïðàâëåíèåì, õà-
ðàêòåðèçóåìûì ñâîéñòâîì âïèñàííîñòè îäíîãî ðàçáèåíèÿ â äðóãîå: ∀Z ∈ D ∀R ∈ D
(Z ≺ R)⇐⇒ (∀R ∈ R ∃Z ∈ Z : R ⊂ Z).
 2. Òåîðåìà Ñîá÷èêàÕàììåðà
Â ýòîì ïàðàãðàå ìû ïðèâîäèì òåîðåìó Ñîá÷èêàÕàììåðà è ñîîòâåòñòâóþùèå íåîáõîäè-
ìûå îïðåäåëåíèÿ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 (ñì. [13, Denition 5.1.4℄). Ê.-à. ìåðà µ íà àëãåáðå L ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
íåïðåðûâíîé, åñëè ∀ǫ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå L-ðàçáèåíèå {L1, . . . , Ln} ìíîæåñòâà E,
÷òî νµ(Li) 6 ǫ ∀i.
Òå î ð å ì à 2.1 (SobzykHammer Deomposition Theorem, ñì. [13, Theorem 5.2.7℄). Ïóñòü
L  àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ E, µ  ïîëîæèòåëüíàÿ ê.-à. ìåðà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ê.-à. ìåð µi, i ∈ {0}∪N, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë αi, i ∈ N, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
(1) µ0 åñòü ñòðîãî íåïðåðûâíàÿ ìåðà íà L;
(2) µi  (0, 1)-ìåðà íà L äëÿ âñåõ i > 1;
(3)
∑
i>1
αi 6∞;
(4) µ = µ0 +
∑
i>1
αiµi.
Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå (4) åäèíñòâåííî.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2 (ñì. [13, Denition 5.1.1℄). Ïóñòü L  àëãåáðà èçìåðèìûõ ïîäìíî-
æåñòâ E è µ ∈ A(L). Òîãäà ìíîæåñòâî La ∈ L ÿâëÿåòñÿ µ-àòîìîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
(i) µ(La) 6= 0;
(ii) åñëè (E ∈ L & E ⊂ La), òî µ(E) = 0 ëèáî µ(La \ E) = 0.
×åðåç Lµ ìû îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
µ-àòîìàìè.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3 (ñì. [13, Denition 5.1.2℄). Íåîòðèöàòåëüíóþ ê.-à. ìåðó ν íà àëãåáðå L
áóäåì íàçûâàòü íåàòîìè÷åñêîé, åñëè ∀L ∈ L[ν] ∃L∗ ∈ L[ν] : (L∗ ⊂ L)&(ν(L∗) < ν(L)). Ýêâè-
âàëåíòíî: íåîòðèöàòåëüíàÿ ê.-à. ìåðà ν íà àëãåáðå L ÿâëÿåòñÿ íåàòîìè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∀L ∈ L[ν] ∃L∗ ∈ L[ν] : (L∗ ⊂ L)&(L \ L∗ ∈ L[ν]).
Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñòðîãî íåïðåðûâíàÿ ê.-à. ìåðà ÿâëÿåòñÿ íåàòîìè÷åñêîé (ñì. [13,
Theorem 5.1.6℄). Ñëåäîâàòåëüíî, ê.-à. ìåðà µ0 â ïðåäñòàâëåíèè òåîðåìû 2.1 ÿâëÿåòñÿ íåàòî-
ìè÷åñêîé.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4 (ñì. [13,  11.1℄ ). Ìåðà µ, µ ∈ A(L), íàçûâàåòñÿ ìåðîé ñ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, åñëè {µ(L) : L ∈ L} åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
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àçëîæåíèå â òåîðåìå 2.1 äîïóñêàåò òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
(a) µ0(L) = 0 ∀L ∈ L, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µi ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé (òî åñòü µ  ìåðà
ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, ñì. [13, Lemma 11.1.3℄);
(b) µ0(L) = 0 ∀L ∈ L, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé;
() µ(E) > µ0(E) > 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé;
(d) µ0(E) > 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé;
(e) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò òîëüêî èç íåàòîìè÷åñêîé ìåðû µ0.
Ñëó÷àè (a) è (e) áûëè ðàññìîòðåíû ðàíåå â ðàáîòå [12℄. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì
ñâîéñòâà ïëîòíîñòè äëÿ ñëó÷àåâ (b), () è (d).
 3. Ñâîéñòâî ïëîòíîñòè
Â ýòîì ïàðàãðàå ìû èññëåäóåì âîçìîæíîñòü ïîãðóæåíèÿ ìíîæåñòâ ñòóïåí÷àòûõ è ÿðóñ-
íûõ óíêöèé (óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.4)) â ñëó÷àå, êîãäà ñëàáàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû äëÿ ñëó÷àåâ (b), () è (d), êîòîðûå îòâå÷àþò
òåîðåìå Ñîá÷èêàÕàììåðà.
Çàèêñèðóåì èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (E,L) ñ àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ. Åñëè λ ∈ (add)+[L],
òî ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. îïðåäåëåíèå ïîëíîé âàðèàöèè â (1.6))
F̂λ
△
=
{
f ∗ λ : f ∈ B0(E,L),
∫
E
|f | dλ = 1
}
, Fλ
△
=
{
f ∗ λ : f ∈ B(E,L),
∫
E
|f | dλ = 1
}
,
Sλ
△
=
{
µ ∈ Aλ(L)
∣∣ vµ(E) = 1}, Bλ △= {µ ∈ Aλ(L) ∣∣ vµ(E) 6 1}.
Äâà ïîñëåäíèõ ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñåðîé è øàðîì ïðîñòðàíñòâà ñëàáî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ìåð ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
åñòåñòâåííî ïîëàãàòü λ ìåðîé Ëåáåãà (èëè åå ñëåäîì). Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà F̂λ è Fλ îð-
ìàëèçóþò íà àáñòðàêòíîì óðîâíå òðåáîâàíèå íà ïîëíûé ðàñõîä òîïëèâà äëÿ ñèñòåìû ñ ðåâåð-
ñèðóåìûì äâèãàòåëåì (ñì. (0.4)). Ïîäîáíîå òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûì
â çàäà÷àõ êîñìè÷åñêîé íàâèãàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì λ îòâå÷àåò ñëó÷àþ (e).
Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü λ0, (λi)i∈1,n è (αi)i∈1,n, n ∈ N, îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå (4) â òåîðå-
ìå 2.1 äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû λ íà àëãåáðå L â ñëó÷àå (). Òîãäà â ëþáîì êîíå÷íîì
ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (èçìåðèìîå
ïîäìíîæåñòâî), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå K ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè ïîä-
ìíîæåñòâàìè. Òàê êàê λ0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ê.-à. ìåðîé, òî â ðàçáèåíèè ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò L∗ ∈ K òàêîé, ÷òî λ0(L∗) > 0. Èç íåàòîìè÷íîñòè λ0 ñëåäóåò, ÷òî L∗ ∈ Lλ0 . Òàê êàê
â ðàçëîæåíèè ìåðû λ ó÷àñòâóþò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ìåðû, òî L∗ ∈ Lλ0 âëå÷åò L∗ ∈ Lλ.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé (e).
Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1 (ñì. [13, Denition 5.2.1℄). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê.-à. (0, 1)-ìåð µi,
i ∈ N, íà àëãåáðå L ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-äèçúþíêòíîé, åñëè ∀i ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
L-ðàçáèåíèå {L1, . . . , Li} ìíîæåñòâà E, ÷òî µj(Lj) = 1 ∀j = 1, . . . , i.
Ôàêòè÷åñêè äàííîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç
ðàçëè÷íûõ ìåð [13, Proposition 5.2.2℄.
Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü (λi)i∈N è (αi)i∈N îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå (4) â òåîðåìå 2.1 äëÿ
íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû λ íà àëãåáðå L â ñëó÷àå (b). Òîãäà â ëþáîì êîíå÷íîì ðàçáèåíèè
ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (èçìåðèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {L1, . . . , Ln} åñòü êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E èçìåðè-
ìûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Èç îïðåäåëåíèÿ (0, 1)-ìåðû èìååì, ÷òî ∀i ∈ N ∃!j ∈ 1, n : λ(Lj) = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ L˜ èìååì áåñêîíå÷íóþ (ïîä)ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìåð λk, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ïóñòü ìåðû ν, ν˜ åñòü íåêîòîðûå
ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñèëó êîíå÷íîé äèçúþíêòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð
èç èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ λ, ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå L˜ ýëåìåíòàìè L˜1 ∈ L[ν] è L˜2 ∈ L[ν˜]. Òàê êàê
â ðàçëîæåíèè ìåðû λ ó÷àñòâóþò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ìåðû, òî L˜, L˜1, L˜2 ∈ L[λ], à çíà÷èò
L˜ íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì. 
Ë å ì ì à 3.3. Ïóñòü λ0, (λi)i∈N è (αi)i∈N îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå (4) â òåîðåìå 2.1 äëÿ
íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû λ íà àëãåáðå L â ñëó÷àå (d). Òîãäà â ëþáîì êîíå÷íîì ðàçáèåíèè
ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (èçìåðèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.2.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àÿõ (b)(e) â ëþáîì êîíå÷íîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì.
Ïîêàæåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íåâåðíî äëÿ ðàçëîæåíèÿ (a).
Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü (λi)i∈1,n è (αi)i∈1,n, n ∈ N, îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå (4)
â òåîðåìå 2.1 äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû λ íà àëãåáðå L â ñëó÷àå (a). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè, ÷òî âñå åãî ýëåìåí-
òû ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç àêòà êîíå÷íîé äèçúþíêòíîñòè ìåð λi è êîíå÷íîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ýòèõ (0, 1)-ìåð â ñëó÷àå (a).
Îòìåòèì, ÷òî èçìåðèìûå ìíîæåñòâà èç ðàçáèåíèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè (ñì. ëåì-
ìû 3.13.3), èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèé íèæå òåîðåìû. Òàêèå ìíîæå-
ñòâà ïîçâîëÿþò òàê êîíñòðóèðîâàòü ñòóïåí÷àòûå óíêöèè, ÷òî îòâå÷àþùèå èì ìåðû (íåîïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû) ïðèíèìàþò òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ è âàðèàöèþ. Â ýòîé ñâÿçè ìû ïðèâîäèì
ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ë å ì ì à 3.4. Ïóñòü λ  îãðàíè÷åííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ê.-à. ìåðà íà àëãåáðå L, µ ∈ Bλ,
L ∈ Lλ. Òîãäà ñóùåñòâóåò f˜ ∈ B0(E,L) òàêàÿ, ÷òî ∀γ ∈ [1− vµ(E \ L), 1] âûïîëíÿåòñÿ∫
L
f˜ dλ = (f˜ ∗ λ)(L) = µ(L),
∫
L
|f˜ | dλ = γ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâóþò L1, L2 ∈ L[λ], è L = L1 ∪ L2, òàê êàê L íå ÿâëÿåòñÿ
λ-àòîìîì. Ïóñòü a1
△
= λ(L1), a2
△
= λ(L2). àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé x1a1 + x2a2 = µ(L)
è |x1|a1 + |x2|a2 = γ, ãäå γ ∈ [1 − vµ(E \ L), 1]. Îòìåòèì, ÷òî |µ(L)| 6 vµ(L) 6 1 − vµ(E \ L).
Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âñåãäà èìååò íå ìåíåå îäíîãî ðåøåíèÿ,
â êîòîðîì íåèçâåñòíûå x1 è x2 íå ðàâíû íóëþ. Ïóñòü (x˜1, x˜1) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû, òîãäà äëÿ
ñòóïåí÷àòîé óíêöèè f˜
△
= x˜1χL1 + x˜2χL2 âûïîëíÿåòñÿ∫
L
f˜ dλ = (f˜ ∗ λ)(L) = µ(L),
∫
L
|f˜ | dλ = v
f˜∗λ
(L) = γ.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíåé ëåììîé íàì ïîòðåáóåòñÿ èíñòðóìåíò, êîòîðûé ïîçâîëÿë áû äëÿ íàáîðà
λ, L ∈ Lλ, (k1, k2) ∈ [−1, 1]× [0, 1], k2 > |k1|, îñóùåñòâëÿòü ïîñòðîåíèå ñòóïåí÷àòîé óíêöèè f˜ .
Ëåììû 3.13.3 ãàðàíòèðóþò, ÷òî Lλ 6= ∅ â ñëó÷àÿõ (b)(d). Ïóñòü cλ(L, k1, k2) : Lλ × R × R →
→ B0(E,L) åñòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ¾ãåíåðèðóåò¿ ñòóïåí÷àòûå óíêöèè f˜
△
=
△
= x˜1χL1 + x˜2χL2 ñî âîéñòâîì∫
L
f˜ dλ = (f˜ ∗ λ)(L) = k1,
∫
L
|f˜ | dλ = v
f˜∗λ
(L) = k2,
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ãäå L˜ = L1∪L2, L1, L2 ∈ L[λ] è L2 = L\L1 (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé óíêöèè ñëåäóåò èç àêñèîìû
âûáîðà è ëåììû 3.4).
Ââåäåì îòîáðàæåíèå i : D→ Lλ, êîòîðîå ñïîñîáíî ¾âûäåëÿòü¿ èç ðàçáèåíèé K ∈ D ýëåìåíò,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀K ∈ D
i(K) ∈ K ∩ Lλ.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ (b)(d) äàííîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ðàçëîæåíèå íåîòðèöàòåëüíîé ê.-à. ìåðû λ íà àëãåáðå L, ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.1 îòâå÷àåò ñëó÷àÿì (b), () èëè (d). Òîãäà
cl(F̂λ, τ) = cl(Fλ, τ) = cl(Sλ, τ) = Bλ ∀τ ∈ {τ∗(L); τ0(L)}.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì î÷åâèäíóþ öåïî÷êó F̂λ ⊂ Fλ ⊂ Sλ ⊂ Bλ. Èç òåîðåìû Àëàî-
ãëó è (1.3) èìååì, ÷òî Bλ = cl(Bλ, τ) ∀τ ∈ {τ∗(L); τ0(L)}. Êàê ñëåäñòâèå, cl(F̂λ, τ) ⊂ cl(Fλ, τ) ⊂
⊂ cl(Sλ, τ) ⊂ Bλ ∀τ ∈ {τ∗(L); τ0(L)}. Ñëåäîâàòåëüíî,
cl(F̂λ, τ0(L)) ⊂ cl(F̂λ, τ∗(L)) ⊂ cl(Fλ, τ∗(L)) ⊂ cl(Sλ, τ∗(L)) ⊂ Bλ, (3.1)
cl(F̂λ, τ0(L)) ⊂ cl(Fλ, τ0(L)) ⊂ cl(Sλ, τ0(L)) ⊂ Bλ. (3.2)
Ïîêàæåì, ÷òî Bλ ⊂ cl(F̂λ, τ0(L)). Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ìåðó µ ∈ Bλ (vµ(E) 6 1).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ K ∈ D çàäàäèì ñòóïåí÷àòóþ óíêöèþ Φµ[K] : E → R ïî ïðàâèëó
∀K ∈ K, e ∈ K:
(λ(K) = 0)⇒ (Φµ[K](e)
△
= 0),
(K 6= i(K) & λ(K) 6= 0)⇒
(
Φµ[K](e)
△
=
µ(K)
λ(K)
χK(e)
)
,
(K = i(K))⇒
(
Φµ[K](e)
△
= cλ
(
L, µ(L), 1 −
∑
S∈K\{i(K)}
|µ(K)|
)
(e)
)
.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Φµ[K] ∈ B0(E,L). Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà Φµ[K]. Íà ìíîæåñòâå i(K)
óíêöèÿ ¾ñîñòîèò èç äâóõ ñòóïåíåê¿. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ëåììå 3.4 ìû èìååì, ÷òî (Φµ[K]∗
∗λ)
(
i(K)
)
= µ
(
i(K)
)
è ∫
i(K)
|Φµ[K]| dλ = 1−
∑
S∈K\{i(K)}
|µ(K)|.
Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå Φµ[K], ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî
∫
E
|Φµ[K]| dλ = 1 è (Φµ[K] ∗ λ)(K) =
= µ(K) ∀K ∈ K.
Ïóñòü Φµ[·] ∗ λ
△
= (Φµ[K] ∗ λ)K∈D. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè íàïðàâ-
ëåííîñòè (ñì. (1.2)) è îïðåäåëåíèþ óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òîïîëîãèè τ0(L)
(ñì. (1.4)). Ïóñòü T ∈ N
(∂)
L (µ), òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî K∗, êîòîðîå ïîðîæäàåò T (ñì. (1.4)).
Ïî ïîñòðîåíèþ óíêöèè Φµ[·] èìååì, ÷òî ∀K ∈ D ∀K ∈ K∗
(
K∗ ≺ K
)
⇒
(
(Φµ[K] ∗ λ)(K) =
= (Φµ[K∗] ∗ λ)(K) = µ(K)
)
. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ∀K ∈ D
(
K∗ ≺ K
)
⇒
(
Φµ[K] ∗ λ ∈ T
)
.
Ñîãëàñíî (1.2) íàïðàâëåííîñòü (D,≺,Φµ[·] ∗ λ) ñõîäèòñÿ ê µ â (A(L), τ0(L)). Ñëåäîâàòåëüíî,
µ ∈ cl(F̂λ, τ0(L)). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà µ ∈ Bλ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Bλ ⊂ cl(F̂λ, τ0(L)).
Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ (3.1) è (3.2), ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. 
Îòìåòèì, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà â ëþáîì
êîíå÷íîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ àòîìîì. Ïðåäëîæåíèå 3.1 óêàçûâàåò, ÷òî
äëÿ ìåðû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ýòî âîçìîæíî íå âñåãäà, à ïîýòîìó íåâîçìîæíî
ïðåäúÿâèòü íàïðàâëåííîñòü èç ñòóïåí÷àòûõ óíêöèé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû èíòåãðàëü-
íûì îãðàíè÷åíèÿì è îáåñïå÷èâàëà áû òðåáóåìóþ ñõîäèìîñòü äëÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.
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 3.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü ðàñøèðåíèé
Òå î ð å ì à 3.2. Åñëè λ  îãðàíè÷åííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ê.-à. ìåðà íà àëãåáðå L, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, òî
cl(F̂λ, τ) = cl(Fλ, τ) = cl(Sλ, τ) = Bλ = cl
({
f ∗ λ : f ∈ B0(E,L),
∫
E
|f | dλ 6 1
}
, τ
)
=
= cl
({
f ∗ λ : f ∈ B(E,L),
∫
E
|f | dλ 6 1
}
, τ
)
∀τ ∈ {τ∗(L); τ0(L)}.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíàöèåé òåîðåìû 3.1 (ñì. [12, òåîðåìà 2℄
è ñîîòíîøåíèé [16, (15.37)℄.
Àíàëîã òåîðåìû 3.2 íå èìååò ìåñòà â ñëó÷àå, êîãäà ñëàáàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé.
Ò å î ð å ì à 3.3 (ñì. [12, òåîðåìà 3℄). Äëÿ ê.-à. ìåðû λ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:
cl(F̂λ, τ∗(L)
)
= cl(Fλ, τ∗(L)
)
= cl(F̂λ, τ0(L)
)
= cl(Fλ, τ0(L)
)
= Sλ 6= Bλ.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 3.13.3 ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèì çàâåðøåíèåì èññëåäîâàíèé [14,16,17℄,
êàñàþùèõñÿ âîçìîæíîñòè ïîãðóæåíèÿ ìíîæåñòâ óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.1)(0.3),
â êîìïàêòû.
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It is shown that some set of all step funtions (and the set of all uniform limits of suh funtions) allows an embedding
into a ompat subset (with respet to weak-star topology) of the set of all nitely additive measures of bounded
variation in the form of an everywhere dense subset. In partiular, we onsider the set of all step funtions (the
set of all uniform limits of suh funtions) suh that an integral of absolute value of the funtions with respet to
nonnegative nitely additive measure λ is equal to unity. For these sets, the possibility of embedding is proved without
any additional assumptions on λ; this generalizes the previous results. Using the SobzykHammer deomposition
theorem, we show that for λ with the nite range, the above-mentioned sets of funtions allow an embedding into the
unit sphere (in the strong norm-variation) of weakly absolutely ontinuous measures with respet to λ in the form of
an everywhere dense subset. For λ with an innite range, the above-mentioned sets of funtions allow an embedding
into the unit ball of weakly absolutely ontinuous measures with respet to λ in the form of an everywhere dense
subset. The results an be helpful for an extension of linear impulse ontrol problems in the lass of nitely additive
measures to obtain robust representations of reahable sets given by onstraints of asymptoti harater.
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